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Resumen

El presente trabajo brinda una nocion financiera y una definicién matematica de un
modelo Value at Risk (VaR) paramétrico lineal. Dado su atractivo, el Value at Risk
es una de las métricas de riesgo mas usadas en el &mbito financiero. En el desarrollo
del trabajo, se descompone el VaR en dos factores de riesgos a partir de un mapeo
de factores, utilizando un modelo unifactorial basado en el Capital Asset Pricing
Model y una regresion lineal a partir de Minimos Cuadrados Ordinarios. Ademas, se
introduce el Expected Tail Loss como un complemento al VaR, con el fin de no solo
de obtener una pérdida potencial con determinado nivel de probabilidad, sino tam-
bién una pérdida esperada si se superara el umbral establecido. EI modelo se testea
con un caso de estudio a partir de un portafolio hipotético compuesto por acciones
de Apple Inc. y Bank of America, y utilizando como benchmark el indice Standard
and Poor's 500, buscando replicar la tarea de un Asset Manager a la hora de estudiar
los potenciales riesgos de una cartera. Los resultados obtenidos indican el modelo
lineal presentado, con importantes supuestos, tiende a subestimar los eventos de cola
y la potencial pérdida de cartera. De todos modos, se concluye que estos modelos
son una buena primera aproximacion y logran explicar una parte importante del
riesgo de la cartera.

1. Introduccidn

La gestion de riesgos se ha convertido en una disciplina fundamental en el mundo de las
finanzas, principalmente a la hora de manejar grandes carteras. El objetivo de obtener altos
rendimientos lleva a inversores a exponerse a altas volatilidades y a la potencial pérdida de gran
parte del capital. Es por esto que en los Ultimos afios cada vez se le da mayor importancia la
gestion de riesgos, ya que permite buscar maximizar los rendimientos sujeto a la tolerancia al
riesgo de los agentes.

El presente trabajo desarrollara de forma matematica la métrica de riesgo Value at Risk
(VaR). Se descompondra el VaR en dos factores de riesgos a partir de un mapeo de factores,
utilizando un modelo unifactorial basado en el Capital Asset Pricing Model (CAPM). Ademas,
se introducira al Expected Tail Loss (ETL) como un complemento al VaR. Luego se realizara
un caso de estudio a partir de un portafolio hipotético. Por ultimo, se nombraran las limitaciones
del modelo estudiado.

2. Marco tedrico

2.1 Cuantil como parametro de riesgo y definicion matema-
tica de Value at Risk

El VaR toma como principal insumo al cuantil «, el cual determina un valor de corte:
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PX<Xy) =« Ec1l

Si se conoce la distribucion de una variable aleatoria continua puede invertirse la funcion
de distribucion acumulada F (X) para obtener el valor x,, a partir de la eleccion del cuantil «.

Xy = F () Ec2
Por lo que:
PX<FYa))=a Ec3

De esta manera, si se tuviera una variable aleatoria continua X, podria establecerse que con
un nivel de significancia « elegido, el valor minimo de X seré x,,.

A partir de esto se llega a un VaR normal lineal paramétrico a determinado nivel de signi-
ficancia. Tomando una variable aleatoria X que representa los rendimientos de nuestra cartera
se puede indicar que el valor x, es el VaR dado el cuantil a. Es decir, es el valor minimo de
rendimiento, dada cierta probabilidad.

VaR, = —xq Ec4

Para utilizar un modelo paramétrico estandar, se asume que los retornos de la cartera son
i.i.d., que se conoce la distribucién de X y que ésta es normal.

Xi.i.d. ~ N(ll: 0.2)

Para encontrar el valor de corte asociado al cuantil elegido, puede realizarse una transfor-
macion para obtener una funcion normal estandar Z~(0,1):

X - Xo — Xg —
P(X<xa)=P( hXa u>=P(2< « “) Ec5
(o) (o) (0)

A partir de (1):

P(z<™H) =« Ec 6
Entonces por (3):

P(Z<d™1(a) = « Ec7

o) = = b Ec8

Por simetria de la funcién normal estandar se sabe que:

d o) = -7 1(1-0) Ec9
Por lo que, por ecuaciones 4, 8y 9:
_q)—l(l _ O() — Xq¢ — M Ec 10
o
VaRy =@ 1(1-a)o—p Ec 11

Es usual que se desestime la media de los retornos cuando se calcula el VaR para periodos
de tiempo muy cortos, en los que el retorno esperado es insignificante. Por lo que también
podria utilizarse la siguiente formula para una cartera i:

VaR; = position; @71 (1 — @) o; Ec 12
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2.2 Mapeo de factores de riesgo

El VaR que se obtiene a partir de este procedimiento es un VaR simple, libre de un mapeo
de riesgo. Es decir que busca obtener la pérdida maxima a un nivel de confianza utilizando
unicamente los retornos del portafolio, por lo que considera que toda la informacion del riesgo
se encuentra dentro de éstos. Sin embargo, se puede ampliar el andlisis a partir de un mapeo de
factores de riesgo. Mediante este proceso de atribucién de riesgo se descompone el nivel de
pérdida esperado a partir de la sensibilidad de la cartera ante determinados factores de riesgo
elegidos.

El modelo unifactorial es un modelo muy utilizado para estimar el riesgo de la cartera. Este
modelo utiliza un solo factor de riesgo dentro del mapeo: el riesgo de mercado. En este caso, el
riesgo sistematico proviene Unicamente de este factor, y se calcula a partir de la sensibilidad de
nuestra cartera ante éste.

El modelo unifactorial se basa en el modelo CAPM, el cual busca estimar el valor de un
activo riesgoso en un mercado en equilibrio. Para esto se considera el rendimiento que un activo
riesgoso deberia tener para ser agregado a una cartera diversificada. EI modelo plantea que el
rendimiento en exceso de una tasa libre de riesgo esperado por activo i es igual al rendimiento
en exceso esperado por el mercado en su conjunto, ajustado por el factor de sensibilidad al
mercado £;.

(R) — R¢ = Bi(E(Ry) —Rp)) Ec 13

Para la estimacion del factor de sensibilidad £ se utiliza un modelo lineal en el que suele
omitirse la tasa libre de riesgo (puede considerarse igual a 0), al buscar obtener una relacién
directa entre los rendimientos ordinarios de los activos y los del indice de mercado, y no la
relacion entre retornos en exceso de la tasa libre de riesgo.

E(R}) = o + Bi(E(Rp)) Ec 14

Una forma de considerar la tasa libre de riesgo dentro del calculo y sin perder la relacion de
rendimientos ordinarios es considerar a a; igual a (1 — ;) * R;. El modelo entonces se plantea
a partir de una regresion lineal utilizando el método de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO)
sobre la siguiente ecuacion:

Yt =o+ BXt + et etlldNN(O, 02) EC 15

A partir de esto se puede realizar esta regresion entre los rendimientos de una cartera Y y
los provistos por el mercado en su conjunto X. El estimador del parametro £ indicara la sensi-
bilidad del portafolio a los rendimientos del mercado. Es decir, indicara el rendimiento esperado
del portafolio ante movimientos del mercado, que seran medidos a partir de su volatilidad a,,,.
El estimador del término de error e indica todos los factores que afectan a la variable depen-
diente pero que no han sido incluidos en el modelo.

En vez de tener un parametro de riesgo explicado por el desvio de los retornos del portafolio,
se tiene por un lado la estimacion de nuestro g multiplicado por el desvio de los retornos del
mercado a,,, y por otro lado el error estdndar del modelo o, proveniente de los residuos de la
regresion. Es decir que se separa el parametro de riesgo en uno de riesgo sistematico (8 *a,,),
y uno de riesgo especifico (o), al provenir de los residuos del modelo. Este ultimo se calcula a
partir de la varianza, que es homocedastica:
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,_ Let Ec 16

2
oo |2 Ec 17
n—2

A partir de estos dos parametros se puede desagregar el riesgo:

Total Risk = +/Systematic Risk? + Specific Risk2 Ec 18

0;i = /B%0p? + 02 Ec 19

2.3 Definicion matematica de Expected Tail Loss

Hasta este punto se ha estudiado la pérdida que, con cierta confianza, se espera que no su-
pere la cartera. Sin embargo, el VaR no indica qué pasa si ese nivel de pérdida es superado.
Para estudiar qué se espera en el eventual caso en el que el VaR sea superado se debe utilizar
una metrica de riesgo distinta: el ETL.

El ETL indica cual sera la pérdida esperada, sabiendo que ésta es mayor al VaR. Para eso
se busca un valor esperado, sabiendo que éste es menor al perteneciente al cuantil a.

o vf(x)dx
—EX|X <x,) = _f—;f# Ec 20
f_:o f(x)dx
X vf(x)dx —o(—7
o xdx_ —e(-7) Ec 21

[ fdx @2

Siendo ¢ la funcion de densidad de una distribucion normal estandar.
A partir de este nuevo estadistico se obtiene el ETL, utilizando las ecuaciones 20 y 21.:

9=
ETL; , = position; m) oj Ec 23

3. Caso de estudio
3.1 Modelizacion y resultados

En este punto se presenta un caso de estudio, el cual se realiza a partir de un portafolio
hipotético de USD100.000 en el que se invierte la mitad del dinero en acciones de Apple Inc.y
la otra mitad en acciones de Bank of America desde la primera semana del 2010 hasta la Gltima
del 2020. El portafolio sigue rebalanceos semanales con el fin de obtener la mitad del rendi-
miento semanal de cada accidn. Se trabaja con retornos logaritmicos, lo que implica que los
precios de los activos y la rentabilidad simple de éstos sigue una distribucién log-normal.

Trabajando a un nivel de confianza del 99% se obtiene un VaR sin mapeo de riesgos igual
a USD8255,39:

VaR;, = position; ®~*(1 — a) o; = 100.000 * 2,3263 * 0,0355 = 8.255,39
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Para la desagregacion de factores de riesgo a partir del modelo unifactorial se realiza una
regresion lineal entre los retornos semanales del portafolio y los del indice S&P500 (ilustracion
1). El resultado de los parametros implica la siguiente ecuacion:

Y, = a + BX, = 0,0006 + 1,2529X, 02 = 0,00044

lustracién 1: Regresion lineal entre retornos de portafolio y de S&P500
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De esta manera se obtiene la descomposicion del riesgo:
Systematic Risk = Bo,, = 1,2529 % 0,0228 = 0,02857
Specific Risk = ¢ = 0,021067

Se puede observar que gran parte del riesgo del portafolio proviene del riesgo sistematico,
es decir, del riesgo de mercado.

Para el calculo del Expected Tail Loss se busca un nuevo estadistico que magnifique el
riesgo y que indicara la pérdida esperada:

¢(-2)
®(-7)

= 2,6652

—Z
ETL; , = position; M o; = 100.000 * 2,6652 * 0,0355 = 9457.90
1,00 p 1 q)(_z) 1

De esta manera se ve que si la cartera sufriera una pérdida mayor a USD8255,39 (VaR), el

valor esperado de esa pérdida seria de USD9460,81. Esta diferencia proviene unicamente del
valor Z, ya que es la Unica variable que se ha alterado.

3.2 Comprobacion de resultados

Se puede realizar un backtesting de los resultados obtenidos para comprobar si el modelo
se asemeja al comportamiento real de los rendimientos de una cartera con caracteristicas similar
a la planteada. Este tipo de comprobacién de modelo busca testear el supuesto de normalidad
de los rendimientos de la muestra. Esto se asemeja a una comparacion entre el modelo paramé-
trico y uno basado en retornos historicos.
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Se espera que el VaR semanal no sea superado el 99% de las veces, o andlogamente, se
espera que sea superado sélo el 1%. La serie de tiempo cuenta con retornos de 573 semanas,
por lo que se esperaria que el VaR sea superado 5,73 veces. Sin embargo, éste es cortado 8
veces, por lo que se subestima la pérdida méxima al 99% de confianza elegido (ilustracion 2).

llustracion 2: Histograma de retornos y valores de corte (VaR)
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Por su parte, para comprobar la eficacia del ETL se puede hacer un promedio de las pérdidas
superiores al VaR. Este promedio es igual a USD 11.666,11, significativamente superior al ETL
estimado (23,35%) (ilustracion 3). Este promedio se encuentra magnificado por dos datos de la
muestra, provenientes de semanas que pertenecen a febrero y marzo del 2020, en las cuales el
mercado financiero norteamericano sufrioé grandes pérdidas ante la conciencia de lo que impli-
caria la crisis del COVID-19. Estas semanas de pérdidas abruptas (-19,92% y -16,13% del por-
tafolio en términos logaritmicos) son eventos de cola que una distribucién normal no anticipa.

lustracion 3: Histograma de retornos y valores de ETL
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4. Limitaciones

Los modelos planteados en este trabajo se basan en el supuesto de normalidad de los retor-
nos financieros. Este supuesto es usual en muchos modelos financieros dada la facilidad de
trabajar Unicamente con dos pardmetros (media y desvio), aunque en general se considera un
supuesto fuerte. Los retornos de los activos financieros suelen mostrar asimetria negativa y
exceso de curtosis (distribucion leptocurtica). Esto implica que hay muchas observaciones cer-
canas a la media (principalmente a la derecha), pocas observaciones en valores intermedios
entre la mediay las colas, y mas observaciones en las colas que las que predice una distribucion
normal, principalmente en la cola izquierda (los eventos extremos negativos son mas frecuentes
y de mayor magnitud que los positivos) (ilustracién 4). Es por eso que es esperable que el
modelo planteado subestime el VaR y el ETL.

lustracién 4: Histograma de retornos y posibles distribuciones
de probabilidad
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Con respecto a la descomposicion de riesgo en el caso de estudio, para el modelo unifacto-
rial se realiza una regresion lineal tomando como variable explicativa los retornos de un indice
de mercado. Logicamente, al elegir los factores de riesgo que formaran parte del modelo se esta
exponiendo a un riesgo inherente que es la mala eleccion de éstos. Ademas, de un posible sesgo
de variable omitida, también se toma el riesgo de una mala estimacién de los parametros.

Mas aun, el hecho de trabajar con una regresion lineal a partir del método de MCO implica
gue se esta estimando la sensibilidad promedio que tiene la cartera frente al riesgo de mercado.
Es decir, el S es constante en el tiempo y todo dato tiene el mismo peso en su estimacion. Por
Gltimo, es necesario tener en cuenta que se supone la existencia de homocedasticidad en el
modelo, es decir que la varianza de los errores de la regresion es constante.
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5. Conclusiones

Los resultados del caso de estudio muestran que estos modelos son simples y deben basarse
en algunos supuestos que pueden falsearse empiricamente. Sin embargo, y a pesar de las limi-
taciones planteadas, un modelo simple puede ser Gtil para entender la exposicion al riesgo de
una cartera. Mé&s aun, alcanza con un modelo unifactorial para reconocer el origen de gran parte
del riesgo de la cartera planteada. Dependiendo de la necesidad y el objetivo del estudio se
pueden utilizar modelos mas complejos y precisos. Sin embargo, podria considerarse que los
modelos utilizados en este trabajo representan una buena primera aproximacion a la estimacion
de riesgos de una cartera.
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