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PRECIOS DE LOS TITULOS Y
POSIBILIDAD DE TENENCIAS NEGATIVAS

William F. Sharpe
Sanford University

1. INTRODUCCION

Siguiendo la tradicion me ocuparé ded Moddo de Vaoracion de Titulos, tema con € cua he
estado vinculado por més de 25 afios, y que la Roya Swedish Academy of Sciences ha citado
en mi honor cuando me ha concedido € Premio en Ciencias Economicas en Memoria de Alfred
Nobdl.

Primero pesento d Moddo de Vdoracidon de Titulos (Capital Asset Pricing Modd, en ade-
lante CAPM) incorporando no sdlo mis propias contribuciones (que comenzaron con Sharpe,
1961 y 1964) sino también € trabgo fundamenta de Lintner (1965, 1969) y las contribuciones
de Mossin (1966) y dros. Mi objetivo es hacerlo de modo sucinto, para destacar e contenido
econdmico de lateoria

A continuacion modifico d moddo para reflgar un caso extremo de Stuacion ingtituciond
gue impida a los inversores degir carteras completamente Optimas. En particular, supongo que
los inversores no pueden tener posiciones negativas en titulos. Para esta version del modelo me
baso de manera importante en los ensayos de Glenn (1976), Levy (1978), Merton (1987) y
Markowitz (1987, 1990).

Findmente discuto los contratos a futuro en indices de acciones, una innovacion finenciera
de sgnificativa importancia que surgié después del desarrollo del CAPM. Tales contratos pue-
den aumentar |a eficiencia de los mercados de capitd en diferentes formas. En particular, pue-
den aproximar los mercados reales d mundo idedizado que supone € Modelo de Vaoracion de
Titulos.

2.EL MODELO DE VALORACION DE TITULOS

La verson inicid dd CAPM, desarrollada hace més de 5 afios, fue extremadamente auste-
ra. Trataba los aspectos centrales ddl equilibrio en los mercados de capitd, y no consideraba
varios aspectos importantes de esos mercados tal como existian en ese momento. En los Ultimos
25 afos los tedricos han extendido y adaptado € enfoque para incorporar agunos de esos feno-
menos del mundo red. Ejemplos importantes son las versones de Lintner (1969), que enfoca
los rendimientos en términos redes, de Brennan (1970), que trata los efectos de los impuestos;
de Black (1972), en la cud no hay un titulo sin riesgo; de Merton (1973), que incorpora las pre-
ocupaciones de los inversores con respecto a las oportunidades futuras de inverson; de Rubins-
tein (1974), que se ocupa de una clase més genera de funciones de utilidad; de Kraus & Litzen-
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berger (1976), que tiene en cuenta d tercer momento de la distribucion de rendimientos, de
Breeden (1979), que enfoca las preferencias por consumo de los inversores;, de Merton (1987),
que trata la segmentacion de mercado; y de Markowitz (1990), que considera restricciones para
ventas cortas.

Durante este tiempo se han formulado variaciones del modelo para pruebas empiricas cada
vez més poderosas. También se han propuesto modelos dternativos, € més notable la Teoria de
Vaoracion por Arbitrgje de Ross (1976).

Mientras los tedricos se ocupaban en adaptar e CAPM para incorporar los obstéaculos a la
eficiencia de mundo real, los operadores se dedicaban a reducir agunos de esos obstéculos.
Algunos de los ingrumentos e indituciones financieras desarrallados en la Ultima década sirven
para "completar e mercado’ de un modo mejor, en particular para lograr una distribucion mas
eficiente dd riesgo entre los inversores.

No intentaré un tratamiento genera de los costos y las restricciones indtitucionaes que pue-
den afectar la eficiencia con la cud se asgna € riesgo, ni las diversas innovaciones financieras
gue sSirven para reducir esos costos y restricciones. Enfocaré solo un gemplo prototipico en
cada ambito.

Para facilitar la expodcion dgunaes formulas y pruebas se indican como notas d find. En
edo sSgo una larga tradicion persond: la demodtracion clave en mi primer ensayo publicado
sobre el CAPM (1964) estaba contenida en una nota (mas especificamente la nota 22).

3.EL CAPM Y LA TEORIA DE LA ECONOMIA FINANCIERA

Una taxonomia comun en la economia financiera diferencia entre las teorias normativas
(prescriptivas) y las positivas (descriptivas). La teoria de la cartera de Markowitz (1952) que
inicid d camino para € enfoque de media-variancia cae claramente en la primera categoria, d
ocuparse de las reglas para la seleccion dptima de cartera por un individuo. EIl CAPM puede ser
clasificado netamente en la segunda, ya que se ocupa de la determinacion de los precios de los
titulos en un mercado comptitivo.

Pero estas dos categorias no son suficientes. Gran parte del trabagjo en este campo puede des-
cribirse mgor como un enfoque normativo de los temas en un contexto postivo. El modelo fun
damentd de Modigliani-Miller (1958) es de este tipo, ya que prescribe la conducta optima de
una empresa que enfrenta un mercado de capita en @ cud los precios de los titulos son deter-
minados por las acciones de inversores individuales que conocen las oportunidades de sudtitu-
con.

Aln edta taxonomia de tres tipos no captura las interrelaciones entre los enfoques aternati-
vos. La mayoria de los modelos positivas en economia financiera, asi como en € campo més
amplio de la economia, se congtruyen sobre fundamentos normativos. Se supone que los indivi-
duos sguen una conducta maximizadora e interactian con otros hasta que se dcanza una condi-
cion de equilibrio. Ete es € caso dd CAPM, que explicitamente supone que los inversores
siguen las prescripciones de la teoria de la cartera de Markowitz. Ademas, como en la teoria mi-
croecondmica tradiciond, las teorias financieras de las relaciones de equilibrio pueden consde-
rarse prescripciones para bs decisones en mercados, las cuaes quiza no se adopten en forma
estrictamente acorde a las condiciones de la teoria

El dominio de la teoria podtiva de economia financiera, a su vez, esté dividido en un conjun+
to de modelos que pueden denominarse basados en utilidad, y otro complementario, de node-
los basados en arbitraje Los modelos de esta Ultima categoria derivan consecuencias del s
puesto de que los precios de los tituos se gustaran hasta que sea imposible seguir una estrategia
gue no requiera inverson inicid, proporcione un flujo de fondos positivo en por [0 menos un
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estado dd mundo, y requiera un flujo de fondos no negativo en cuaquier estado futuro de
mundo.

Teorias prominentes de la economia financiera etén basadas en arbitrgje d moddo de
Black-Scholes (1973), que trata los precios de las opciones junto con sus titulos relacionados; y
la Teoria de Vadoracion por Arbitrgie (Arbitrage Pricing Theory) de Ross (1976), que extrae
consecuencias sobre los precios de los titulos cuando los rendimientos estan generados por un
modelo de factores especificado. S bien d monumental enfoque de la incertidumbre de Arrow
(1953) Debreu (1959) segun preferencias de estado rediza algunos supuestos sobre las funcio-
nes de utilidad de los individuos, varios de sus resultados clave estén basados en arbitrgie. Se ha
congtruido un gran nimero de teorias financieras utilizando € paradigma de "estados dd mun-
do" de Arrow-Debreu, entre elas d modeo binominad de vaoracion de opciones presentado
por primera vez en mi texto de 1978 y extendido por Cox, Ross & Rubingtein (1979), y varios
otros.

Los modelos de la primera categoria, basados en la utilidad, normamente utilizan las condi-
ciones requeridas por los de la segunda, pero derivan consecuencias mas edtrictas agregando
supuestos sobre las funciones de utilidad que los inversores maximizan. (Por supuesto, es cierto
gue los modelos basados en arbitrge redizan algunos supuestos sobre las preferencias de los
inversores, por gemplo, que prefieren pagos mayores a menores en cuaquier estado del mundo.
Sin embargo, tales supuestos son minimos, comparados con los mucho mas detallados que con
tienen los model os basados en utilidad.)

Gran parte dd trabgjo inicid de la economia financiera se ocupo de los mercados en los cua
les la interaccion de un gran nimero de individuos determina los precios, estando cada uno
igudmente informado. En este sentido se siguio la tradicion de la teoria econdmica dd equili-
brio competitivo. Més recientemente la atencién se ha enfocado a los mercados en los cuales
hay unos pocos participantes, y/o en los cudes individuos difererntes tienen digtintos conjuntos
de informacion.

El CAPM, por supuesto, es una teoria en la tradicion inicid del campo. Es una teoria posti-
Va, incorpora supuestos sobre las funciones de utilidad, y supone un mercado con un gran nk
mero de participantes, cada uno de los cudes tiene acceso d mismo conjunto de informacion.

4. LOSPRECIOSDE TITULOS CUANDO SON POSIBLES
LASTENENCIASNEGATIVAS

SUPUESTOS. Supongamos que la economia consste en K inversores. La riqueza invertida
por cada inversor k es W, expresada como una proporcion de la riqueza tota invertida por
todos dlos. Cada uno busca maximizar:

Ec (1) Uc = B - Vi !ty

Por conveniencia de exposicion llamaré U ala utilidad dd inversor k. ESto puede entenderse
como una funcion de utilidad primitiva Alternativamente puede consderarse una aproximecion
ala utilidad esperada del inversor en € sentido de Von Neumann & Morgenstern (1944). S s
supone que € inversor tiene una funcidn de utilidad exponencia negetiva para su riqueza y los
rendimientos estén distribuidos conjuntamente de modo norma, la aproximacion sera exacta.
Auln s d inversor tiene dguna otra funcion de utilidad, y/o los rendimientos no tienen esa dis-
tribucion, Uy puede proporcionar una excelente gproximacion, como muestran Levy & Marko-
witz (1979).
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En laecuacion 1 indicamos

Ex = rendimiento esperado de las carteras de los k inversores

Vi = varianciade la cartera

tx =toleranciad riesgo (losinversores difieren en su tolerancia frente a riesgo)

Edta relacion puede interpretarse de varios modos. De modo claro, la tolerancia d riesgo
mide la tasa marginal de sustitucion de variancia del rendimiento esperado para un inversor.
Por conveniencia suponemos que la tolerancia a riesgo de cada inversor es constante dentro del
rango factible de rendimiento esperado y variancia (Esto no es edtrictamente necesario. Los
resultados siguientes pueden obtenerse en condiciones més generaes, interpretando los vaores
de tx como las tasas marginaes de sugtitucion de los inversores, para sus tenencias optimas.)

El vador obtenido dividiendo la variancia de la cartera y la tolerancia d riesgo de un inversor
puede entenderse como una pendidad por riesgo, que lleva a la interpretacién de U como un
rendimiento esperado ajustado por riesgo. Alternativamerte, Us puede consderarse un rendi-
miento equivalente a certeza, ya que una cartera con un rendimiento Uy y riesgo cero tendriala
misma utilidad parad inversor que la cartera en cuestion.

Eda es la funcion objetivo dd enfoque de media-variancia de Markowitz (1952) para la %
leccion de cartera. ES una caracterizacion muy pobre de los objetivos de los inversores, que uti-
liza una perspectiva miope (es decir, 'te un periodo") y enfoca solo dos aspectos de la distribu-
cion de los posibles rendimientos en ese periodo. (Sin embargo, cabe advertir que este supuesto
Serd menos grave cuanto mas corto sea € periodo que se considera. En las versiones del modelo
en tiempo continuo & periodo de tiempo es, efectivamente, de extengon infinitesma. Bgo
estas condiciones, los dos momentos pueden servir como representacion adecuada aln s la dis-
tribucion de probabilidad de los rendimientos en un periodo finito y/o ks preferencias por rendi-
miento de los inversores en ta periodo son bastante complejas.)

Ademas, supone que d inversor (guiado, quiza, por un asesor) puede establecer d menos los
dos primeros momentos de las distribuciones de probabilidad asociadas a carteras aternativas
de inversgon. El enfoque trata de capturar la mayor parte de lo que les pasa a los inversores.
Sirve como una base para extensiones y adaptaciones disefiadas para abarcar aspectos adiciona
lesde las preferencias dd inversor.

Como en € trabgo de Markowitz, d rendimiento esperado de una cartera depende de los
rendimientos esperados de sus tituos componentes [1] (ver notas aclaratorias d find). El riesgo
de la cartera depende tanto del riesgo de sus componentes como de las correlaciones entre esos
titulos. De modo més resumido: € riesgo de la cartera depende de las covariancias entre los
titulos [2].

Todos los inversores coinciden en los rendimientos esperados y covariancias. Por supuesto,
estos momentos de la digtribucion de los rendimientos serén una funcion de los precios de los
titulos. Cuando se acanzan los precios de equilibrio, sn embargo, cada inversor degira una
cartera Optima, dados los vaores corrientes de los rendimientos esperados y covariancias, mas
alin, las decisones de cartera resultantes llevaran a que € mercado selimpie.

Los inversores pueden tomar posiciones negativas en uno 0 mas titulos. Estas tenencias pue-
den ser postivas, cero o negativas. No hay costos de transaccion ni otras restricciones, y las
posiciones en titulos son completamente divisibles,

OPTIMIZACION DE CARTERA. H inversor k busca maximizar U sujeto a una restric-
cion de inversion completa de laforma

S Xk =1
donde
Xik = proporcion dela carteradd inversor k invertidaen d tituloii.
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Para est0 selecciona una cartera en la cud la utilidad margind de cada titulo es la misma. S
el caso no es éste seria posible reasignar los fondos de un titulo con utilidad margina més bgaa
uno con utilidad margind més dta, aumertando asi la utilidad dentro de la restriccion de inver-
s6n completa

Lacondicion de primer orden parala cartera Optima puede indicarse

2
Ec (2 E - - Ck = ?% paatodoi
tk
donde
Cik = covarianciadd titulo i con la cartera Optimade inversor k
?: = utilidad marginal delariqueza dd inversor k (ver [3]).

AGREGACION. Supongamos que los mercados se han limpiado, esto es, los K inversores en
la economia poseen todos los titulos. Las relaciones entre las variables bésicas puede examinar-
s en forma agregada con las condiciones que deben cumplirse aiando cada inversor obtiene
una solucion dptima, teniendo en cuenta los montos relativos que cada uno ha invertido. Esto
requiere sblo unas pocas operaciones smples.
En efecto, de las condiciones de primer orden para cada titulo se obtiene la riqueza promedio
ponderada. El resultado, sin mucha sorpresa, essmilar a que vimos antes.
2
Ec (3) E-- Cm=%n paatodoi
tm
Aqui
tm = toleranciad riesgo en @ promedio patrimonid delos inversores
en d mercado, o latolerancia social al riesgo
Cim = covarianciadd titulo i con lacartera de mercado, queincuye
todos los titulos en & mercado, cada uno representado en propor-
cionasu vaor
?tm = promedio ponderado de los valores de ?+x paralos K inversores,
donde |as ponderaciones dependen de lainfluenciade los inver-
sores en € mercado (lainfluenciaa su vez depende de los mon
tosinvertidosy latoleranciad riesgo).

Egto dltimo, en definitiva, puede interpretarse como la utilidad marginal social de la rique-
za. [4]

RENDIMIENTOS ESPERADOS. Una de las consecuencias fundamentaes dd CAPM esla

relacion que existe entre los rendimientos esperados de los titulos. Esto puede obtenerse por un
pequeio reordenamiento de la ecuacion anterior:

2
Ec (4) E = %m-- Cm paratodoi

tm

Esto muestra que en equilibrio hay una relacion linea entre los rendimientos esperados de
los titulos y sus covariancias con la cartera de mercado. Usuamente la i€lacion se expresa en
términos de una beta dd titulo, una medida escdar que se obtiene dividiendo la covariancia del
titulo con la cartera de mercado y la variancia de la cartera de mercado (V). Sustituyendo esta
medida tenemos
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2Vm
Ec (5) E=%m--- Bm paatodoi
tm
donde
&m ° Cim/Vm

Por supuesto, la ecuacion (5) también es lined. Més aln, ya que los rendimientos esperados
y covariancias de la cartera con la cartera de mercado son smplemente promedios ponderados
por vaor de las medidas correspondientes para los titulos componentes, esta relacion existe para
todas |as carteras asi como para todos los titulos.

EL PREMIO POR RIESGO. Dado que la ecuacion anterior es véida para cuaquier cartera
lo sera también para la cartera de mercado en si misma. Es més, @ vaor beta de la cartera de
mercado consigo misma debe ser igua a 1. S B, representa @ rendimiento esperado de la car-
tera de mercado, estas relacionesimplican que

Em‘?fm 2
Ec (6) A
Vm tm

El término en d lado izquierdo es d premio por riesgo por unidad de variancia. Como muestra
la ecuacion, esta relacionado de modo inverso con latolerancia socid frente a riesgo.

LA LINEA DEL MERCADO DE TITULOS. Sudtituyendo € premio por riesgo por unidad
de variancia (ecuacion 6) por 2/t en la ecuacion 5 dd rendimiento esperado cd titulo i obte-
nemos una formamés habitud de lareacion:

Ec(7) E = ?m+ (En- ?%m) Rm paratodoi

Una descripcion gréfica viene dada por € término linea del mercado de titulos. EI CAPM
implica que todos los tituos y carteras se ubicardn a lo largo de este linea. Podria decirse que
esta relacion es la concluson aidada més importante que deriva de CAPM. Muestra que los
rendimientos esperados estaran relacionados linealmente con € riesgo de mercado y no, como
suele pensarse, con € riesgo total.

ENDEUDAMIENTO Y PRESTAMO SIN RIESGO. Como puede verse en la ecuacion (7),
?rm puede interpretarse como & rendimiento esperado de cuaquier cartera de "beta cero”, inclu-
yendo la cartera de beta cero con minima variancia, como sugiere Black (1972). S esta dispon-
ble un titulo dn riesgo, ?rm seraigua a Ry, la tasa de rendimiento Sin riesgo. En estas condicio-
nes, lardacion de laLineadd Mercado de Titulos puede escribirse

Ec(8) E = R +(En-R)Bm paratodoi

En adelante supondremos que exigte un titulo sin riesgo, y que su tenencia puede ser positiva
0 negativa, es decir, que los inversores pueden prestar o tomar prestado alatasasinriesgo R..
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LA LINEA CARACTERISTICA. El vaor de 3y, puede tener una interpretacion amilar ala
gue surge en d andiss de regresdn utilizando datos histdricos, s bien en € contexto del
CAPM debe interpretarse estrictamente como un valor ex ante basado en las creencias probabi-
listicas sobre los ingresos futuros. La relacion entre R y Ry, los rendimientos esperados del
titulo i y de la cartera de mercado, respectivamente, pueden escribirse

Ec (9) R =a+BnhnRnte

Por la forma en que se define (3, @ no debe estar correlacionado con Ry, aunque no necesa
riamente debe ser independiente. Més aln, a; puede definirse de modo que e vaor esperado de
€ sea cero. Sin embargo, no hay razén para esperar que q, @ rendimiento residual de titulo i, o
componente de rendimiento que no surge del mercado dd titulo i, no estara correlacionado con
el componente comparable del tituo j. (De hecho, este puede no ser estrictamente & caso en
economias con muchos titulos. Ya que la suma de vaor de mercado ponderado del lado -
quierdo de ecuacion 9 esigud a Ry, la suma promedio del mercado de los vaores de g deben
ser cero. Entonces, d menos dos de los valores de g deben estar correlacionados negativa-
mente.)

Mientras que € CAPM no establece restricciones en las correlaciones de los términos res-
dudes, s regtringe los vaores de los términos de interseccion (g, ordenada d origen). Yaque €
valor esperado de @ es cero, la relacion de la linea del mercado de titulos requiere que cada in-
terseccion esté relacionada directamente con € vaor beta dd titulo [5]. El CAPM implica e+
tonces que

Ec (10) R = (1-Bm)R+BmRn+e

Una descripcion gréfica de esta relacion se denomina la linea caracteristica de un titulo o
una cartera.

MODELOS DE FACTORES DEL RENDIMIENTO DE LOSTITULOS. Hahabido bas-
tante confuson acerca de las relaciones entre los resultados del equilibrio dd CAPM vy las rda
ciones subyacentes entre los rendimientos de los titulos. Como puede advertirse, e CAPM no
hace supuestos sobre € "proceso de generacion del rendimiento”. De ahi que sus resultados son
completamente cons stentes con cualquiera de estos procesos.

Los enfoques inicides de la sdeccion de catera (ta como los sugeridos por Markowitz,
1959, y por los desarrollos adiciondes de Sharpe, 1961, 1963, 1970) suponian que los rendi-
miertos eran generados por un modelo similar (aunque no idértico) d de ecuacion (9), con la
condicion adiciond de que los vaores resduales no estuvieran correlacionados entre los tituos.
(En un moddo td, d "factor comin" puede estar dtamente corrdacionado con € rendimiento
de la cartera de mercado, pero no es exactamente igua a este, 9 se mantiene @ supuesto de que
los vaores resduaes no estan correlacionados entre Si.)

Mi enfoque inicid de la vaoracion de titulos (en Sharpe, 1961) tenia un supuesto smilar. Un
moddo de "indice Unico" o "factor Unico" como este representa un caso especid de un modelo
de factores del rendimiento de un titulo. Muchos investigadores han explorado modelos multi-
factores, y estos modelos tienen un uso amplio en la précticafinanciera

Un modelo de factores del rendimiento de los titulos identifican unos pocos factores clave
con los que s supone que € rendimiento de un titulo esta relacionado lineamente, de la 3
guiente manera:

Ec (11) R=a+SbiF+e
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En esta expresion se supone que los valores de g no estan correlacionados entre los distintos
titulos. La Teoria de Vdoracion por Arbitrge (APT) de Ross (1976) concluye que, s los rendi-
mientos estdn generados por un modelo como éste, los rendimientos esperados deben estar rela-
cionados gproximadamente de modo lineal con los vaores ky, S han desaparecido las oportu-
nidades de ganar por arbitrge. Sin embargo, la APT no proporciona conclusiones sobre los Sg-
nos o las magnitudes de los coeficientes en | as rel aciones de va oracidn asociadas.

Es enteramente posible ampliar los supuestos de la APT con los dd CAPM (el més impor-
tante, que los inversores maximizan funciones de utilidad de media-variancia). Las consecuen
cias resultantes seran consigtentes con ambas teorias. Més aln, a hacer supuestos sobre los db-
jetivos de los inversores pueden obtenerse afirmaciones precisas sobre los Signos y las magni-
tudes de los coeficientes de la relacion de vaoracion de la APT, como se muestra en Sharpe
(1984).

LA EFICIENCIA DE LA CARTERA DE MERCADO. Un concepto bésico proporcionado
por Markowitz (1952) es € de eficiencia de una cartera. En @ contexto presente una cartera
puede decirse que es eficiente S resulta Optima para un inversor con una tolerancia d riesgo no
negaiva. Al comparar las ecuaciones (2) y (3) se advierte de modo directo que la cartera de
mercado es eficiente en este sentido.

Consderemos un inversor que tiene una tolerancia a riesgo igud aty, y que su poscion es
la cartera de mercado. La ecuacion (3) muestra que cada titulo reunira las condiciones de primer
orden para la maximizacion de su utilided. S la cartera de mercado es Optima para este inversor,
debe ser eficiente. De modo mas especifico, la cartera de mercado ser4 Gptima para un inversor
con unatoleranciad riesgo promedio (socid).

EL TEOREMA DE SEPARACION. Bgo las condiciones supuestas en & CAPM la cartera
Optima de cada inversor puede obtenerse con una combinacion adecuadamente elegida de dos
cateras eficientes cudesquiera, sdeccionadas arbitrariamente [6]. Dos eecciones naturaes son
aqudlas que serian Optimas para inversores con tolerancia d riesgo de cero y de ty,. La primera
es la cartera de minima variancia. La segunda es, por upuesto, la cartera de mercado. Siguiendo
a Tobin (1959) esto generamente se denomina @ teorema de la separacion (the two-fund sepa
ration theorem).

Cuando esta disponible un titulo Sin riesgo la cartera de minima variancia se formara Unica
mente con edte titulo. Asi todos los inversores tendran combinaciones del titulo sin riesgo y la
cartera de mercado. Para los inversores con una tolerancia d riesgo mayor que tp, lainverson
optima involucrard una posicion negativa en € titulo sSin riesgo y una poscion postiva en la
cartera de mercado (y de ahi, en todos los tituos con riesgo). Cabe advertir, Sn embargo, que la
catera de mercado incluird la oferta neta positiva de titulos Sin riesgo en la economia; por esto,
s0lo los inversores con vaores de tx considerablemente mayores que t, tomaran efectivamente
dinero prestado. Cualquier otro inversor seleccionara alguna combinacion dd titulo Sin riesgo y
la cartera de mercado, y entonces mantendra sdlo tenencias no negativas.

CONSECUENCIAS FUNDAMENTALES. Lasconsecuencias clave dd CAPM son:
1. la cartera de mercado sera eficiente
2. todas las carteras €ficientes seran equivdentes ainvertir en la carterade
mercado mas, posiblemente, prestar dinero o tomar prestado
3. lardacion entre d rendimiento esperado y beta sera lined

Estas relaciones tienen diversas aplicaciones practicas. Los inversores pueden identificar
fécilmente edtrategias eficientes de cartera, y taes edrategias pueden efectivamente implemen
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tarse a través de fondos mutuos y otros vehiculos institucionales. Los decididores en las empre-
sas 'y d gobierno pueden utilizar la rlacidon de la Linea dd Mercado de Titulos para determinar
la deseabilidad de un proyecto de inversidn, comparando su rendimiento esperado con € dispo-
nible en & mercado de capita para proyectos con similares vaores de beta (es decir, con smilar
riesgo de mercado o sensibilidad alas condiciones econdmicas).

En & mundo sn fricciones dd CAPM cada inversor elige una cartera que maximiza su utili-
dad. Esto lleva a una digtribucién eficiente del riesgo en la economia, por supuesto, dada una
digtribucién de riqueza entre los inversores.

5. TENENCIASNEGATIVAS

El CAPM supone que los inversores pueden tener posiciones negativas en titulos. Para €
titulo Sin riesgo la manera tradicional en que se dcanza una posicidén negativa es tomando dine-
ro prestado. Para un titulo con riesgo la forma habitud requiere una venta corta.

Una posicion corta se forma tomando prestado un titulo, tal como una accion, con una pro-
mesa de devolucidn. El titulo asi obtenido se vende. S € producido de la venta puede utilizarse
para otros tipos de inverson, € efecto generd es equivalente a una tenencia negetiva dd titulo
en cuestion. S, no obstante, ese producido debe depositarse como garantia por € titulo tomado
en préstamo, la posicion corta puede diferir de unatenencia negativa dd tituo.

En dgunos paises € producido de dgunas ventas cortas se deposta de esta manera, y €
vendedor a corto recibe un interés pequefio de este deposito, o ninguno. (Con frecuencia hay
gue entregar un colateral adiciond como "margen”, pero @ vendedor a corto generdmente reci-
be € producido de la inverson de este monto.) Més aln, dgunos inversores inditucionales han
eliminado € uso de posciones cortas, sea a través de reglas explicitas 0 de modo implicito por
la amenaza de litigios por violacion de los estandares fiduciarios. Pueden aplicarse otras res-
tricciones, por gemplo, las bolsas pueden no permitir una venta corta que sSga a una disminu-
cion dd precio dd titulo en cuestion.

Por necesidad bs teorias basadas en arbitrgje permiten posiciones cortas. Usuamente no es
cdaro s edtas posciones existiran en equilibrio, ya que los modeos no tienen suficientes supues-
tos (referidos a funciones de utilidad) para caracterizar las tenencias de eyuilibrio. Pero lo més
importante es que, por la propia naturdeza del enfoque de arbitrgie, en equilibrio son posibles
multiples soluciones en términos de tenencias, dadas por la presencia (red o potencid) de titu-
|os redundartes.

S bien d CAPM supone que los inversores pueden tomar posiciones negativas en dguin
titulo, en equilibrio implica que las Unicas posiciones negativas que exigtiran son las que involu-
cran a la catera de minima variancia. Cuando esta disponible un titulo sin riesgo las Unicas &
nencias negativas en equilibrio involucrardn endeudamiento de aguellos inversores con toleran+
cia d riesgo por ariba dd promedio, quienes financian de ete modo sus inversones adicione
les en una cartera que representa e mercado.

Cuando no hay costos por @ seguimiento de las posiciones de los inversores, ni costos de
transaccion, y la informacion disponible sobre los titulos es igud para todos los inversores, las
Unicas redtricciones a las tenencias negativas serian las de poder afrontar 1os pagos requeridos.
La cartera de un inversor debe ser tal que, en cada estado del mundo, la suma de los flujos de
fondos positivos sea d menos igud a la suma de los flujos de fondos requeridos para cazar los
pagos hechos por los emisores de los titulos de los cudes se tienen posiciones negativas. S no
se cumple esta condicidn taes titulos no han sdo totamente replicados, y € inversor no puede
esperar € precio completo cuando toma las posiciones negeativas asociadas.

Ya que no toda la informacion es enteramente publica, y @ seguimiento y las transacciones
tienen un codo, las reglamentaciones indituciondes para las ventas cortas tradicionalmente
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tienen & requerimiento de entregar un colatera separado pa ra cada posicidn, con una condde-
racion muy pequefia de los efectos de diversficacion de la cartera, S es que los tienen en cuenta
de dgun modo. Bgo taes condiciones es dificil 0 caro para un inversor con dta tolerancia d
riesgo tomar dinero prestado para financiar inversones adiciondes en una cartera como la de
mercado. Los contratos a futuro sobre indices de acciones proporcionan ahora a los inversores
medios més dficientes para hacer esto. Antes de considerarlos, sSin embargo, inves tigaremos las
caracterigticas de un caso extremo en que no sean posibles las posiciones negativas.

6. LOSPRECIOSDE TITULOS CUANDO NO SON POSIBLES
LASTENENCIASNEGATIVAS

SUPUESTOS. Para explorar los efectos de las restricciones sobre tenencias de fitulos manten+
dremos todos los supuestos del CAPM, y agregaremos N*K ' restricciones de no negatividad de
laforma

Xik 2 0 paratodoiy k

OPTIMIZACION DE CARTERA. El inversor K busca maximizar U sujeto a la restriccion
de inverson completa y las restricciones relevantes de no negdividad. Este es un problema de
programacion cuadratica. Se puede obtener una solucion exacta de un problema de optimiza-
cién de cartera con esta forma utilizando € algoritmo de la linea critica formulado por Marko-
witz (1956).

Al establecer la solucion, dgunos vaores de x« serén postivos. Se dice que los correspon
dientes titulos estan en la cartera Optima. Los restantes estaran por debgo de los limites inferio-
res (cero), y se dice que estén fuera de esa cartera.

Cada uno de los titulos en la cartera Optima debe tener la misma utilidad margind. S no fue-
ra ése d caso seria poshle reasignar fondos de uno de taes titulos con utilidad margind més
baja a otro con utilidad margind més dta, aumentando de este modo la utilidad sin violar nin-
guna de las restricciones. El vador de la utilidad margind comun a todos esos titulos sera la uti-
lidad margind de lariqueza dd inversor, que venimaos llamando .

Cada uno de los titulos fuera de la cartera debe tener una utilidad margina menor que, o alo
sumo igud & la de los titulos de la cartera S no pasa esto seria posible reasignar fondos de un
titulo en la cartera a un titulo fuera de la cartera, aumentando asi la utilidad, dentro de las res-
tricciones consideradas.

Edtas relaciones, que derivan de otras més generdes llamadas condiciones de Kuhn-Tucker,
pueden expresarse

2
Ec (12 E-- Ck = 7%-2Zx paatodoi
tk

donde zx serd cero para los titulos en la cartera, y mayor que o igua a cero para los titulos fuera
delacartera
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AGREGACION. Como en d caso dd CAPM hacemos un promedio ponderado por patrimo-
nio de las condiciones de optimizacidon de las carteras de los inversores individudes. El resulta
do tiene unaformasmilar:

2
Ec (13) E-- Cm= ?m-2zm paatodoi

tm

No es sorprendente que zn, sea un promedio ponderado de los valores zx paralos K inverso-
res, cuyas ponderaciones dependen de lainfluenciade los inversores en & mercado. Esto es
Zm ° (S Witk /tm) zk

RENDIMIENTOS ESPERADOS. Laecuacion (13) puede trasformarse para obtener
2Vm
Ec (14) E=%m--- Bm-2zm paatodoi

tm

S no fuera por @ Ultimo término exidiria una relacion lined entre @ rendimiento esperado y
beta, como en CAPM. Pero d Ultimo término implica que sdlo los titulos que estan en la cartera
Optima de cada inversor se ubicardn a lo largo de una linea (solo para taes titulos los vaores zx
seran cero, y por tanto su promedio ponderado, zn,, Serd cero). Un titulo que esta fuera de la
cartera 6ptima de d menos un inversor se ubicard por debgjo de la inea. (Al menos un vaor zx
sera pogtivo; como los demas serén igudes a cero, d vaor zn, su promedio ponderado, sera
positivo.) Mas alin, mientras mayor sea € nimero de inversores para los cuales sea operante
limiteinferior de un titulo, mayor es probablemente e vaor de z,, que corresponde.

Es importante advertir que las magnitudes de los valores z, estaran afectadas por la distribu-
cion de la tolerancia d riesgo entre los inversores. En € caso especid en € cud todos los inver-
sores tienen igud tolerancia d riesgo, cada uno de dlos eegira la cartera de mercado, y todos
los vaores 7, seran iguades a cero; con esto se obtienen resultados idérticos a los ded CAPM
origind.

De modo amplio, mientras mayor sea la variacion de la tolerancia d riesgo entre los inverso-
res mas probable es que agun vaor de z, sea postivo. Sn embargo, en eta conexion la i+
fluencia de cada inversor dependera tanto de su riqueza como de su tolerancia frente d riesgo.
A menos que haya una variacion sustancid en la tolerancia a riesgo de los inversores con nme-
yor riqueza, los vaores z, pueden estar muy cerca de cero, con lo que e llega a resultados muy
amilaresalosdd CAPM.

EL PREMIO POR RIESGO. Para determinar € premio por riesgo en este caso solo debe-
mos tomar € vaor de mercado de las relaciones de equilibrio en la ecuacion anterior:

Em - ?tm 2 Zmm
Ec (15) ---- = - - -

donde znm ese valor de mercado promedio ponderado de los vaores zm, (ver [7].

Es claro que & premio por riesgo por unidad de variancia sera una funcidn de la magnitud en
que las redtricciones de no negatividad afecten las carteras de los inversores (las que también
afectaran 10s ?¢m).
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LA RELACION DE LA LINEA DEL MERCADO DE TITULOS. Dado € témino find
de la ecuacidon anterior, no es particularmente (til derivar la contraparte de la linea del mercado
de titulos dd CAPM. Sin embargo, la ecuacion (14) puede mostrar d andogo de la linea para
este caso.

Como e indico antes, los primeros dos términos proporcionan una linea. Pero en este caso la
linea sirve como un limite superior. Algunos o todos los titulos pueden caer por debgo de la
linea, y la distancia depende del grado en que sean operartes las restricciones de no negatividad
asociadas. Adl, puede no haber una relacion lined precisa entre los rendimientos esperados y los
valores de beta

TITULOS SIN RIESGO. En este caso, como se excluyen las posiciones negativas, no es
posible endeudarse a la tasa sin riesgo. La oferta neta positiva de titulos sin riesgo, no obstante,
e incluira en la cartera de mercado. Para cuadquier inversor para d cua sea operante la restric-
cion de no endeudamiento, s« excedera R¢. Paratodos |os otros, los dos valores serén igudes.

LA EFICIENCIA DE LA CARTERA DE MERCADO. End CAPM la utilided margina
de todos los titulos (respecto a su participacion en la cartera de mercado) es igud cuando se
evadUan utilizando la tolerancia socid d riesgo. Esto es suficiente para la eficiencia de la cartera
de mercado. Y es necesariamente asi 9 la cartera de mercado es eficiente para un inversor con
toleranciad riesgo igud alasocid.

De modo més generd, para que la cartera de mercado sea eficiente la utilidad margind de
todos los titulos (medida respecto a la cartera de mercado) debe ser igua cuando se evalUan
utilizando aguna tolerancia d riesgo podtiva. Esto surge dd hecho de que la cartera de merca-
do incluye cantidades positivas de cadatitulo, ya que todos los titulos estarén en esa cartera.

Para que se cumpla esta condicion debe exigtir una relacion lined entre € rendimiento espe-
rado de un titulo y su vaor beta [8]. Este puede no ser d caso, con restricciones para las tenen
cias negativas, debido a la influencia de los vaores z,. (S todos los vaores z,, son cero, por
Supuesto, se obtendra la relacidn lined. En la sSituacion, dtamente improbable, en que exista una
relacion lined entre los valores zy, y los correspondientes vaores beta, también exigtira una
relacion lined entre B y los vaores 3,.)

Por tanto, la cartera de mercado puede ser ineficiente. Cuén ineficiente es dgo que, por s+
puesto, dependera de las magnitudes de los valores z,: S la mayoria son pequefios € grado de
ineficiencia de |la cartera de mercado puede ser indgnificante.

SEPARACION DE FONDOS. Markowitz (1959) mostré que las restricciones de no negati-
vidad producen una frontera eficiente en parte linea en € espacio de oportunidades de tenencia.
En este rango lined las carteras eficientes pueden obtenerse combinando cuaesquiera otras dos
(las que estan en los puntos extremos proporcionan eecciones convenientes). Sin embargo, en
generd no pueden utilizarse dos carteras para obtener todas las carteras eficientes. Por esto, la
separacion de fondos puede no ser gplicable estrictamente en este caso.

CONSECUENCIAS FUNDAMENTALES. Cuando se excluyen posiciones negetivas
1. la cartera de mercado puede no ser eficiente
2. dlgunas carteras eficientes pueden no ser equivaentes ainvertir en lacar-
tera de mercado mas, posiblemente, préstamo o endeudamiento, y
3. puede no exidtir unardacion lined entre & rendimiento esperado y beta
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Edtas consecuencias muestran una disminucion en la eficiencia con la cud € riesgo se didri-
buye en la economia. La sdeccidon de carteras Optimas se hace més dificil que en la situacion
origind del CAPM. El cdculo dd costo de capital para los proyectos de inverson de empresas
y gobierno puede requerir més que la determinacion de una relacion smple entre @ rendimiento
esperado y € riesgo de mercado. De modo mas fundamentd, |a riqueza puede ser menor que la
que exidirias se reducen o eiminan las restricciones de no negetividad.

S hien la magnitud de la desviacidn de las consecuencias dd CAPM origind puede ser -
guefia alin en las condiciones extremas supuestas en este caso, es claro que los arreglos ingi-
tucionades que meoren la capacidad dd inversor para tomar po- Sciones negativas puede ar
mentar la eficiencia con la que se digtribuye d riesgo en la economia. Veremos una innovacion
financiera que proporcionaesameora: € contrato a futuro sobre indices de acciones.

7. INNOVACION FINANCIERA

En mayor grado que muchas otras ciencias la economia no sdlo andiza la redidad sno que
también la dtera. La teoria lleva a las gplicaciones, que cambian las conductas. En ninglin lugar
esto es tan evidente como en la economia financiera

El campo académico de las finanzas difiere radicdmente del que existia hace tres décadas,
en gran parte por d avance de la teoria financiera y la extensa investigacion empirica que ha
surgido de este avance. La préactica de las finanzas ha sdo modificada de modos bésicos por €
progreso de la economia financiera. Lo més notable, la Ultima década se ha caracterizado por
unainnovacion sin precedentes en ingrumentos financieros, mercados e ingtituciones.

Frente d ritmo desconcertante de tales innovaciones no sorprende que agunos individuos y
organizaciones tengan a veces dificultades para comprender cabamente los usos apropiados de
agunos de los nuevos indrumertos y procedimientos. Pero es claro que los principios de la
economia financiera se aprenderan en la préctica, 9 no 2 sigue un camino mas forma para
hacerlo. Los mercados son maestros efectivos, aunque a veces crueles.

En generd los sstemas financieros son autocorrectivos. En cada momento los participantes
gorenden a utilizar los nuevos ingrumentos y procedimientos para aumentar la riqueza, no exac-
tamente para redistribuirla de unas manos a otras. Usuaimente es mgor, en lugar de imponer
regulaciones en forma premetura, esperar hasta que las fuerzas de la competencia estén prepara-
das pararegular un mercado.

Muchas innovaciones financieras han sdo posible por € notable avance de la tecnologia de
computacion y comunicacion. Aun més, d aumento de la competencia globa ha tenido un &
pe importante, a producir una disminucion de poder monopdlico de organizaciones y gobier-
nos. No puedo dgar de pensar que los descubrimientos en la ciencia de la economia financiera
han tenido una influencia importante en esto. Los contratos a futuro sobre indices proporcionan
un gemplo claro.

8. CONTRATOSA FUTURO SOBRE INDICES DE ACCIONES

CARACTERISTICAS. Un contrato a plazo tradiciond es un acuerdo por parte del vendedor
para entregar a comprador una cantidad establecida de una mercaderia, en una fecha futura a un
precio especificado. Un contrato a futuro es un contrato a plazo estandarizado, con la previsiéon
adiciona de que € precio de entrega se redefine d fin de cada dia de transaccion para hacerlo
igual a precio d que se redizaron los nuevos contratos.
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En d momento de cada redefinicion una de las dos partes paga a la otra un monto igud ala
diferencia entre € nuevo precio y € anterior. Este proceso se conoce como "reposicion de mar-
gen" (poding variation margin) como resultado de "dinear d mercado’ (marking to market) €
precio del contrato.

El vendedor de un contrato a futuro se dice que esta corto en € contrato; € comprador se
dice que estalargo.

Las transacciones a futuro son posibles para las dos partes en un contrato, que no eta "liga
do". De este modo, A puede vender un contrato a B. Mas tarde B puede venderlo a C sin que A
intervenga. Y después C puede venderlo a A, extinguiéndolo antes de lafechafind de entrega.

Para proteger a la otra parte en estos acuerdos cada una debe depositar un colatera como
"margen”. No obstante, e monto necesario sdlo cubre las pérdidas potenciaes entre dos dias de
transaccion, dado por € proceso de dinear con € mercado. Un margen de 10% a 20% de los
vaores de una posicidn es suficiente. Para asegurar que se mantiene e colatera, preservando la
edandarizacion dd contrato, los intermediarios que representan a cada una de las posiciones
utilizan un centro de compensacion (clearing house), que asegura € cumplimiento de estas
obligaciones.

Un contrato financiero a futuro puede caracterizarse por la entrega red dd instrumento f1-
nanciero edtipulado, o de uno o més de un conjunto de taes instrumentos. Alternativamente,
puede conddtir solo en d dineamiento find con € mercado en la fecha de entrega, con € pago
de una de las partes a la otra de un monto igua a la diferencia en @ dia de entrega entre € pre-
cio a futuro contratado y € vaor dd insrumento financiero subyacente. Esto Ultimo también se
denomina entrega de dinero (cash ddivery).

Un contrato a futuro sobre indices de acciones (stock index futures contract) abarca una car-
tera especificada de acciones. Permite a los inversores tomar posiciones largas o cortas en carte-
ras diversficadas. La mayoria de estos contratos prevén la entrega de dinero.

EFECTOS. Un aspecto clave dd contrato a futuro sobre indices es que se rediza sobre una
catera divergficada mas que un titulo o mercaderia individual. A este respecto, tal contrato es
smilar a un fondo mutuo o comin (mutud fund, unit trust), un fondo combinado de indices
(commingled index fund) o una opcidén sobre un indice. Todos proporcionan a los inversores
"paguetes’ de titulos, reduciendo sustancidmente los costos asociados con la diversficacion. El
aumento reciente de la corfianza de los inversores en taes insdrumentos es, d menos en parte,
un testimonio de la influencia de la economia financiera en € proceso por € cud se asume €
riesgo en las economias modernas.

En & presente contexto es de particular interés una segunda caracteristica de estos contratos.
Proporcionan un méodo eficiente para tomar smultdneamente una poscion positiva en una
cartera diversficaday una posicion negativa en un titulo Sin riesgo.

En efecto, e comprador del contrato toma prestado para comprar una cartera de acciones,
mientras que € vendedor presta dinero y toma una posicion corta en esa cartera (para mas deter
lles puede verse, por gemplo, Duffie, 1989). S & comprador del contrato coloca titulos sin
riesgo como margen con un vaor igud a de su podcidn a futuro, € efecto neto es amilar a
invertir un monto comparable en las acciones del indice. S se coloca menos del 100% de mar-
gen d efecto es igua a una compra de las acciones dd indice financiada con endeudamiento.
Una posicidn larga a futuro, s bien no es exactamente lo mismo que endeudarse a la tasa dn
riesgo para comprar una cartera de acciones, puede proporcionar una aproximacion bastante
cercana a td estrategia Més aln, d limite superior en & endeudamiento implicito en @ acuerdo
es suficientemente grande para satisfacer hasta a los, potencidmente pocos, inversores con tole-
ranciamuy dtad riesgo.

En € conjunto de inversones dd CAPM origind la estrategia Optima para inversores con
dta tolerancia a riesgo es financiar con endeudamiento una cartera muy diversificada (es decir,
la cartera de mercado). S bien los contratos finanderos a futuro no se corresponden con la car-
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tera de mercado, las combinaciones de contratos existentes pueden aproximar esa estrategia
(incluyendo contratos sobre bonosy otros tipos de titu os).

En cierto sentido € vendedor de un contrato a futuro tiene posiciones negativas en los titulos
subyacentes, y la exisencia de tales posciones es inconsstente con las consecuencias del
CAPM. Sin embargo, cuando las examinamos con cuidado, las inconsgstencias son mas aparen
tes que redles. A veces @ vendedor de un contrato a futuro sobre indices de acciones tiene tam
bién los titulos individudes que forman € indice. La poscion a futuro proporciona una com-
pensacion contra cambios en € valor de la cartera de acciones reales.

Como resultado, la posicion dd vendedor a futuro compensado virtudmente es libre de ries-
go, Y por eso equivdente a invertir en un titulo sin riesgo. Td persona puede reunir los tituos
de una forma econdmica y, en efecto, proporciona un medio para que otros cmpren o vendan
el paguete Sn incurrir en los cogtos asociados con la compra o la venta de gran himero de a-
ciones individuales. En redidad, presta dinero a los inversores con dta tolerancia d riesgo para
gue puedan comprar mortos adicionales de titulos con riesgo.

Los contratos a futuro sobre carteras diversificadas requieren un menor margen que € nece-
sario para un conjunto de contratos sobre titulos individuaes, cada uno con su margen requeri-
do. También proporcionan economias de escala en las transacciones y registros.

Taes contratos proporcionan un medio para seguir estrategias deseables de inverson a aque-
llos que podrian edar limitados por las restricciones tradicionales sobre endeudamiento. Las
estrategias son Smilares a las dptimas para inversores con dta tolerancia d riesgo en d CAPM
origind. De ahi que la existencia de estos contratos puede llevar a los mercados de capita redes
més cerca de esa teoria smple del equilibrio, mgorando la eficiencia con que € distribuye d
riesgo en la economia

9. CONCLUSIONES

He considerado explicitamente sdlo un tipo de impedimento para la distribucion eficiente de
riesgo. Este caso sirve como representativo de varios otros. Mientras mayores sean |os costos y
las restricciones asociados con la compra y venta de titulos, més lgos estard una economia del
objetivo de asignar € riesgo a aguellos que estan dispuestos a asumirlo.

Afortunadamente, los avances tecnolégicos y la mayor comprensidon de los principios de la
economia financiera reducen a un ritmo rdpido estos costos y restricciones. Como resultado, 1os
mercados de capita se acercan a las condiciones supuestas en adgunos de los tipos mas smples
de la teoria financiera. Y, dgo mucho mas importante: los esfuerzos combinados de tedricos,
empiricos y practicos han aumentado la eficiencia con la cud € riego se digtribuye entre los
individuos, llevando a un aumento de lariqueza socid.

NOTASACLARATORIAS

[1] El rendimiento esperado de la carteradel inversor k esta dado por
Ec = SixkE



Cuadernos de Finanzas de SADAF 16

donde
Xik = proporcion de la carterade inversor k invertidaen d titulo i

[2] Lavaianciade la carteradd inversor k esta dada por
Vi = Si Sj Xik Xjk Gj
donde
Cij = covariancia entre los rendimientos de los titulosi y |

[3] Al incorporar U Yy la redriccion de inverson completa en una funcion de Lagrange a nme-
ximizar obtenemaos
Z = U+ 2 (1- S Xik)

Es claro que %k es la utilidad margind de la riqueza para @ inversor k, ya que es igud a la deri-
vada parcia de Z respecto a la riqueza del inversor (en nuestra expreson, € vaor 1 en la res-
triccion de inversén completa entre paréntesis, a ser X valores expresados como proporciones
delariquezatota de inversor).
Recordemos que
E«c = SkxkEi Yy
Vk = Si Sj xik Xjk Cij

Tomando la derivada parcia de Z con respecto a la tenencia dd titulo i del inversor k se obtie-
ne

T Z 2
-- =B - - §XkGCj - %
1 Xik tk

Pero la covariancia dd titulo i con cudquier cartera p serd igud a promedio ponderado de

las covariancias dd titulo con los titulos de la cartera, utilizando las tenaencias rdativas en la
cartera como ponderaciones. Ad,

Cik = § Xjk Cjj
Sudtituyendo esta relacién en la ecuacion anterior y reordenando se obtiene la ecuacion (2).
[4] Para derivar la ecuacion (3) se comienza multiplicando todos los términos de la ecuacion
(2) por ti; reordenando queda
tkEi-2Cik = tk 7
Ahora, multiplicamaos todos los términos por Wy y sumamos para todos los inversores
Sk Witk E-2S Wk Cik = Sk Witk

Definamost,,, como
tm © Sk Witk

Ahora consderemos @ segundo término. Tengamos en cuenta que
Cik = Cov(Ri, Rq)

donde
R =rendimiento dd titulo i
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R« = rendimiento de la cateradd inversor k

Por |as propiedades de la covariancia
S« Wk Cik = Cov(Ri, S« Wk Rq)

Pero la suma en € lado derecho smplemente es d promedio ponderado patrimonia de los ren
dimientos de las carteras de los inversores o, de modo més simple, € rendimiento de la cartera
de mercado. Por eso la suma ddl lado izquierdo es la covariancia de rendimiento de titulo i con
el delacartera de mercado, que podemosindicar Ci,.

Haciendo las sugtituciones y dividiendo todos los términos con t, se obtiene

2 Sc W ti 25k
E-- CGm=-----

tm tm

El dltimo término es un promedio ponderado de los vaores de 7 paralos K inversores, con las
ponderaciones resultantes del producto de Wk y tx. S llamamos a esto 3, obtenemos la ecua-
cion (3).

[5] Tomando los valores esperados de ecuacion (9) setiene
E = &+ BimEm

La comparacion con ecuacion (8) implicaque
a = (1-0Bm kK

[6] Para probar |a separacion en este caso rescribamos la ecuacion (2) dd siguierte modo
S2CijXk+tk 2 = t E

La optimizacion de cartera requiere que esta relacion se satisfaga para cada uno de los N titulos,
y que se cumpla la redtriccion de inversén conpleta. Por esto tenemos un conjunto de N+1

€ecuaciones Smultaneas que puede expresarse

+ + 4+ + 4+ + + +
' 2C11 ... .. 2CIN 1! ! X1k! ! 0! ! E1!
i T T T P B R

: s ek

| 2CN1 ... ... 2CNN 1! ! XNk! ! 0! ! EN!
L1 1 0! ! 2k 1! 10!

+ + 4+ + 4+ + + +

donde ?q* representaty ?ik. S escribimos en notacion matridd:
DY = K+t F

La solucidn se obtiene multiplicando ambos lados por lainversade D:
Y = {D'K} +t {D' F}

Se advierte que la cartera Optima es una funcion lined de ty. Entonces, puede establecerse como
una funcion lined de dos vectores cudesquiera que satisfacen la ecuacion anterior con diferen
tesvaoresde ti.
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[7] Multiplicando la ecuacion (13) por Xm Y sumando parai obtenemos

2Vm
En = %m - - - Bom- SiXim Zm

tm

Al reordenar los términos se obtiene la ecuacion (15).

[8] Para que todos los titulos en la cartera de mercado tengan la misma utilidad margind se
requiere que
E- (2/t) Cm = 7

dondet y ? son constantes positivas.
Reordenando, y reemplazando Cir, por € vaor equivaente expresado en términos de 3,
2Vm
E=7--- Bn
t

Para que se cumpla la condicién de eficiencia de la cartera de mercado debe exigtir una relacion
lined edtricta entre E y 3. Més aln, la interseccion y la pendiente deben ser positivas; de otro
modo, los vaores implicitos de ?'y t, respectivamente, seran negativos.

REFERENCIAS

ARROW, K., Lerole des vaeurs boursieres pour la repartition la meilleure des risques,
Econometrie, Colloques Internationaux du Centre Nationa de la Recherche Scientifique,
Paris 1953, v.XI, 41/47

BLACK, F., Capitad market equilibrium with restricted borrowing, Journd of Business,

1972, v.45, 444/454

BLACK, F. & SCHOLES, M., The pricing of options and corporate ligbilities, Journal of Po-
litical Economy, 1973, v.81, 637/654

BREEDEN, D., An intertempord asset pricing modd with stochastic consumption and invest-

ment oportunities, Journa of Financial Economics, 1979, v.7, 265/296

BRENNAN, M.J., Taxes, market valuation and corporate financia policy, Naiond Tax Jour-
nal, December 1970, 417/427

COX, J, ROSS, S. & RUBINSTEIN, M., Option pricing: asmplified approach, Journa of
Financid Economics, 1979, v.7, 229/263

DEBREU, G., Theory of vaue, Wiley, New Jersey, 1959

DUFHIE, d., Futures markets, Prentice Hall, New Jersey, 1989

GLENN, D., Super premium security prices and optimal corporate financing decisons, Jour-
nal of Finance, 1976, v.31, 507/524

KRAUS, A. & LITZENBERGER, R., Skewness preference and the valuation of risk assets,
Journal of Finance, 1976, v.38, 1085/1100

LEVY, H., Equilibrium in an imperfect market: a congtraint on the number of securitiesina



Cuadernos de Finanzas de SADAF 19

portfolio, American Economic Review, 1978, v.68, 643/658

LEVY, H. & MARKOWITZ, H., Approximating expected utility by afunction of mean and
variance, American Economic Review, 1979, v.69, 308/317

LINTNER, J,, The vauation of risk assets and the sdlection of risky investments in stock
portfolios and capital budgets, Review of Economics and Statistics, 1965, v.47, 13/37

LINTNER, J., The aggregation of investors diverse judgements and preferencesin purey
competitive markets, Journa of Financial and Quantitative Analys's, 1969, v.4, 346/382

MARKOWITZ, H., Portfolio sdection, Journal of Finance, 1952, v.7, 77/91

MARKOWITZ, H., The optimization of a quadratic function subject to linear congtraints,
Naval Research Logistics Quarterly, 1956, v.3, 111/133

MARKOWITZ, H., Portfolio sdlection: efficient divergfication of investments, Wiley, New
Jersey, 1959

MARKOWITZ, H., Meanvaiance andyssin portfolio choice and capita markets, Black-
well, New York, 1987

MARKOWITZ, H., Risk adjustment, Journa of Accounting, Auditing and Finance, 1990 (de
proxima publicacion)

MERTON, R., An intertempora capital asset pricing modd, Econometrica, 1973, v.41, 867/
887

MERTON, R., A ample modd of capitd market equilibrium with incomplete information,
Journal of Finance, 1987, v.52, 483/510

MODIGLIANI, F. & MILLER, M., The cost of capital, corporation finance and the theory
of investment, American Economic Review, 1958, v.48, 261/297

MOSSIN, J., Equilibrium in a capital asset market, Econometrica, 1966, v.35, 768/783

ROSS, S., Arbitrage theory of capital asset pricing, Journa of Economic Theory, 1976, v.13,
341/360

RUBINSTEIN, M., An aggregation theorem for securities markets, Journd of Financia Eco-
nomics, 1974, v.1, 225/244

SHARPE, W., Portfolio andlysis based on a smplified modd of the relationships among secu
rities, PhD Dissartation, University of Cdiforniaat Los Angeles, 1961

SHARPE, W., A smplified modd for portfolio analyss, Management Sciente, 1963, v.9,
2771293

SHARPE, W., Capitd asst prices. atheory of market equilibrium under conditions of risk
Journal of Finance, 1964, v.19, 425/442

SHARPE, W., Portfolio theory and capital markets, McGraw Hill, New Y ork, 1970

SHARPE, W., Investments, Prentice Hall, New Jersey, 1978

SHARPE, W., Factor models, CAPMs and the APT, Journal of Portfolio Management, Fal
1984, 21/25

TOBIN, J,, Liquidity preference as behavior towards risk, Review of Economics Studies,
1959, v.25, 65/86

VON NEUMANN, J. & MORGENSTERN, O., Theory of games and economic behavior,
Princeton University Press, 1944



