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Resumen

Se considera un proyecto de inversion simple que tiene los siguientes parametros sobre los
cuales se realizan las siguientes hipotesis de trabajo: | > 0: Inversion inicial que se realiza
de una sola vez y se amortiza totalmente en N afios; N: Cantidad de afios de duracion del
proyecto de inversion en el cual se realizan las mismas actividades y se considera que la
compaiiia vende un solo producto; A >0 : Amortizacion anual (A=1/n); Q> 0: Canti-

dad de unidades del producto vendidas por afio; C, >0: Costo variable por unidad; P :
Precio de venta por unidad; C, > 0: Costo fijo anual de la compaiiia; t,, : Tasa del impues-

to a las ganancias (en tanto por uno); I : Tasa de descuento o costo de oportunidad (en tanto
por uno). El precio unitario P y la cantidad Q de unidades a vender estan relacionados a

través de una ecuacion de demanda hiperbolica PQ =C, (C, > 0). (i) Se obtiene la expre-
sion explicita del Valor Actual Neto (VAN ) del proyecto de inversion en funcion de la va-
riable independiente Q y de la tasa de descuento I . (ii) Bajo la hipotesis C, >C, + A se
determina explicitamente un unico punto muerto (break even point) financiero Q. (r) (es
decir, la cantidad de unidades vendidas Q que hace que el VAN sea nulo) en funcion de
los parametros restantes del problema |, n, C , C,, tiy > C,, I. (iii) En particular, se es-

tudia el comportamiento analitico del punto muerto financiero respecto de la tasa de des-
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cuento I' y se demuestra que el VAN del proyecto de inversion es positivo si y solamente si
Q es positivo y menor al muerto financiero Q,(r)para una dada tasa de descuento r

siempre que ésta sea inferior a una tasa de descuento limite I, que se obtiene como la unica

solucion de una ecuacion que depende de los parametros del problema. Ademas, se dan va-
rios ejemplos numéricos que verifican los resultados teoricos obtenidos.

1. Introduccién

En el presente trabajo se considera un proyecto de inversion simple en el cual se realiza so-
lamente una inversion inicial | (flujo de fondo con signo negativo) y en los n afios de duracion
del mismo se tendran, en general, flujos de fondos de signo positivo.

Es muy importante la evaluacion del proyecto de inversion para poder conocer si el mismo
es 0 no es rentable. Existen varios criterios para la evaluacion [De Pablo et al., 1990; Lopez
Dumrauf, 2003; Machain, 2002; Sapag Chain, 2001; Suarez Suarez, 1991] como son: el valor
actual neto (conocido como VAN), la tasa interna de retorno (conocida como TIR), el periodo
de recuperacién de la inversiéon (conocido como PRI) y la rentabilidad inmediata (conocido
como RI). Importantes anélisis sobre los diferentes criterios de evaluacion, y en particular sobre
el VAN y la TIR, pueden encontrarse en los trabajos [Beaves, 1988; Hajdasinski, 1993, 1996,
2004; Hazen, 2003; Hartman-Schafrick, 2004; Lohmann-Baksh, 1993; Lohmann, 1994; Shull,
1992; Tang-Tang, 2003; Zhang, 2005].

En este trabajo se utilizara el Valor Actual Neto o VAN como criterio de evaluacion. El
VAN es aquel que permite determinar la valoracion de una inversion en funcion de la diferencia
entre el valor actualizado de todos los cobros derivados de la inversion y todos los pagos actua-
lizados originados por la misma a lo largo del plazo de la inversion realizada. En otras palabras,
el VAN de un proyecto de inversion es igual a la sumatoria de los valores actuales (al momento
cero) de todos los flujos de fondos (negativos y positivos) que genera el mismo proyecto. La
inversion serd aconsejable si su VAN es positivo. La sumatoria de los valores actuales de los
flujos puede presentar, en cuanto a su signo, tres situaciones, las que se interpretan a continua-
cion [Baker-Fox, 2003; Bocco-Vence, 2000; Brealey-Myers, 1993; Reichelstein, 2000; Sapag
Chain, 2001; Vanhoucke et al., 2001]:

(1) Un VAN positivo indica que:
e se recupera la inversion a valores nominales,
e se obtiene el retorno requerido sobre la inversion,
e se obtiene un remanente sobre el retorno requerido por el inversor.

(i) Un VAN negativo indica que:
e se puede o no cubrir la inversion a valores nominales,
e o cubre las expectativas de retorno del inversor,
e 1o se obtiene ningiin remanente.

(ii1)) Un VAN cero indica que cubre exactamente la devolucion del capital nominal mas el
retorno requerido representado por la tasa utilizada para descontar los fondos al mo-
mento 0. En términos “econdmicos-empresarios” no se “agrega’ ni se “destruye” va-
lor.

La importancia del criterio del VAN puede apreciarse en [Brick-Weaver, 1997; Chung-Lin,
1998; Grinyer-Walker, 1990; Hajdasinski, 1995, 1997; Kim-Chung, 1990; Lan et al., 2003; Mo-
on-Yun, 1993; Pasin-Leblanc, 1996; Pierru-Feuillet, 2002; Prakash et al., 1988; Roumi-
Schnabel, 1990; Stanford, 1989].
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En este trabajo se utilizaran proyectos de inversion convencionales que son aquellas inver-
siones que contienen uno o mas flujos netos negativos (en particular, un solo flujo neto negati-
vo) seguidos por uno o mas flujos netos positivos [Bierman-Smidt, 1993; Hartman-Schafrick,
2004; Zhang, 2005].

En el presente trabajo se estudia un proyecto de inversion con la existencia de dos variables
independientes: la cantidad de unidades Q a vender en cada afio (que se encuentra relacionada

con el precio P a través de una ecuacion de demanda hiperboélica dada por la ecuacion (1)) y la
tasa de descuento I que pueden hacer, seglin los valores que adopten, que el proyecto de inver-
sion sea viable o no. Por ende, el VAN serd una funcion de las variables Q y r (también, sin
pérdida de generalidad, podria ser una funcion de las variables P y r). Es de mucha importancia
encontrar el valor de la variable independiente Q que haga que el correspondiente VAN sea nulo
para una dada tasa de descuento r. Se define como Punto Muerto Financiero (break even
point) el valor de la variable independiente Q para el cual el VAN es nulo para una dada tasa de
descuento r [Brealey-Myers, 1993; Kim-Kim, 1996].

Se generalizaré el estudio realizado en [Tarzia, 2007, 2010] considerando que la empresa
funciona con una ecuacioén de demanda lineal dada por la recta de ecuacion [SaNo]:

(1) PQ=C, (C,>0)

que relaciona la cantidad de unidades a vender Q con el precio unitario P, donde C; es una

constante positiva sobre la cual se determinardn condiciones a los efectos de que el problema
tenga solucion, es decir que el proyecto de inversion sea viable.

Planteo del problema, hipétesis y resultados obtenidos. En el proyecto de inversion a estudiar
se tienen los siguientes parametros:

e | : Inversion inicial. Se considera un proyecto de inversion simple que tiene una
inversion inicial que se realiza en el afo cero (antes del comienzo del afo 1 corres-

pondiente al primer afio del desarrollo del proyecto de inversion). Dimension: [I]
e n: cantidad de afios de duracion del proyecto de inversion (2 <n). Dimension: [n]
e A: Amortizacion anual. Es la parte anual de la inversion que se deduce como gasto
para el pago del impuesto a las ganancias. Dimension: [A] =$;

e Q: Cantidad de unidades del producto vendidas por afo. Dimension: [Q] =

# unidades;
e P : Precio de venta unitario al que la Compania vende cada producto. Dimension:

[P] = $/unidad ;

e C,: Constante de la ecuacion de demanda (1). Dimension: [C,]=$;

e C,: Costo variable por unidad para producir el producto. Dimension: [CV]=
$/unidad ;

e C, : Costo fijo anual de la Compaiiia. Dimension: [Cf ] =$;

e ,: Tasa del impuesto a las ganancias (en tanto por uno). Dimension: [tig} =1;

e r: Tasa de descuento o costo de oportunidad (en tanto por uno). Dimension:
[r]=1;

t: Referente al afio t (t=0,1,...,n). Dimension: [t] =1.
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En [Fernandez Blanco, 1991] se realiza un estudio del VAN de un proyecto de inversion en
funcion de la tasa de descuento r; se demuestra que el VAN de un proyecto de inversion en
funcién de la tasa de descuento I es una funcion estrictamente decreciente y convexa. Dicho
estudio no es completo y fue ampliado adecuadamente en [Tarzia, 2007] realizando un analisis
del punto muerto financiero, respecto de la variable Q, en funcion de la tasa de descuento r,
ademas de un analisis de sensibilidad. Ademas, en [Tarzia, 2009] se generaliz6 dicho analisis
cuando se considera un crecimiento anual en la cantidad de unidades a vender por afo. En el
presente trabajo, se completard el estudio anterior considerando que la Compaiia sigue una
ecuacion de demanda dada por la ecuacion (1).

En el proyecto de inversion simple se consideraran las siguientes hipdtesis de trabajo:

e Todalainversion | se realiza de una sola vez y en el afio 0;

e Lainversion inicial se amortiza totalmente en N afos, con lo cual la amortiza-
cion anual estd dada por:

I
A=—
n
e En los n periodos de tiempo de duracion del proyecto de inversion se realizan

las mismas actividades;

e Se considera que la compaiia vende un solo producto (podria producirse o com-
prarse para luego revenderse).

El objetivo del presente trabajo es el de obtener la expresion explicita del VAN del proyecto
de inversion en funcioén de la variable independiente Q para una dada tasa de descuento r.

También se determinaran explicitamente el punto muerto financiero Q; en funcion de los para-

metros restantes del problema (1,n,C,,C,,C, Ly r)yse estudiard analiticamente su compor-

tamiento respecto de la tasa de descuento r . Por tltimo, se demostrard que el VAN sera positivo
(el proyecto de inversion es viable) si y solamente si 0<Q <Q,(r),0<r <r, donde I, es una

tasa de descuento limite superior que se determinard como la tinica solucién de una ecuacion
que depende de los parametros restantes del problema bajo una cierta hipotesis sobre la constan-
te C,, dada por la desigualdad (7). Ademas, se dan varios ejemplos numéricos en los cuales se
verifican los resultados teoricos obtenidos y una aplicacion del software @RISK de Palisade
cuando se considera C, como una variable de entrada aleatoria.

2. Proyecto de inversion con ecuacion de demanda PQ=Const.

Como en cada afo (t=1,2,...,n) se realizan las mismas operaciones se supone que los
parametros Q,P,C,,C,,C,,r.t;, son constantes durante los n afios de duracion del proyecto de

inversion. Para cada afo t (t=1,2,...,n) se tiene:

Ingresos (precio por cantidad): PQ=C,
Costos variables: C,Q
Costos fijos: C,
Amortizacion: A= Iﬁ

Beneficios antes de impuestos (BAT): BAT, =(P-C,)Q-C, —A
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Impuesto a las Ganancias (1G): IG, =t (P-C,)Q-C, - A}
Beneficio Neto(BN =BAT —1G): BN, = (1-t,)[(P-C,)Q-C, - A]
Flujo de Tesoreria Neto(F =BN +A): F, = (1—'[ig)[(P—CV)Q—Cf —A]+ A
=—(1-t,)C,Q+(1-t,)(C, —C; ) +1,A
1
(1+1)"

Factor de descuento para el afio t:

Teniendo en cuenta que la inversion | se realiza en el periodo 0 se tiene que el correspon-
diente VAN del proyecto de inversion viene dado por —| mas los valores actuales de todos los
flujos de fondos F, obtenidos en cada afio t variando t desde 1 a n, es decir [Tarzia, 2000;

Villalobos, 2001]:

(2) VAN (Q, r)y=-—I +Zi: R Er)t =h(r)-m(rQ,

expresion que resulta ser una funcion afin de la variable Q donde se han definido las funciones
reales m=m(r), h=h(r) y f = f(r) de la siguiente manera:

1 1
3) f(r)_?{l—(lﬂ)n}, r>0,

) h=h(r)=-1+f("[t,A+(1-t,)(C,~C,) |, m(n=(1-t,)C,f(), r>0.

A los efectos de estudiar el VAN, en primer lugar se obtienen las siguientes propiedades
auxiliares.

Lemal
(i) La funcion real h = h(r) tiene las siguientes propiedades:

(5) h(0")=n(1-£,)(C,~C; ~A), h(+®)=-1<0,
(6) W(r)=[(1-t)(Co —Cy)+t, Alf ().

(ii) Si C, verifica la desigualdad

(7) C,>C,+A

entonces h(0+) >0,h'(r)<0,vr>0,ypor lo tanto 1 es una funcion estrictamente decrecien-
te.

(iii) Si C, verifica la desigualdad (7) entonces # tiene un Unico cero r, >0 que viene dado por
la Unica solucion de la ecuacion:

I
® f(r):(1—tig)(C0—Cf)+tigA' r>0.
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Ademas, la funcion real r, =7,(C,), que a cada parametro C, le asigna la Unica solucion de
la ecuacion (8), es una funcion estrictamente creciente de la variable C, con las propiedades
siguientes:

) n(C,+A)=0, 1 (+0) =0,

Demostracion
(1) Los resultados (5) y (6) se deducen de las siguientes propiedades de la funcion real f , obte-

nidas en [Tarzia, 2007]:

(10) £(07) =n>0, f(+0) =0,
(11) KO~ fry = -—S0 0, vr>0
dr r’(1+r)
(12) £(0) = —”(n;l), £/(1o0) =0,
(13) 1y = — 0o, vr>0
r’(1+r)
(14) f,,(0+) _n(n+1

TLE
)

donde las funciones reales G =G (r y H=H (r) estan definidas por las expresiones:

(15) G(r)=(1+r)" =1=(n+1)r, r>0

(16) H(r)=2(1+r)"" =2-2(n+2)r—(n+1)(n+2)r*, r>0
y tienen las siguientes propiedades:

(17) G(07)=0, G(+m)=+wx, G(r)>0, Vr>0

(18) H(07)=0, H(+0) =40, H(r)>0, vr>0.

(i1) Si C, verifica la desigualdad (7) entonces
h(0")=n(1-t,)(C,—C, - A)>0,
y por lo tanto /'(r)<0,Vr>0 conlocual /1 es una funcion estrictamente decreciente.
(111) Si C,, verifica la desigualdad (7) entonces, teniendo en cuenta (5), (6) y (11), se deduce que

existe una tasa de descuento r, >0 que es el unico cero de /1 que esté caracterizado por la ecua-
cion (8) pues

(19) =0 < f()- !

(1_tig)(C0 _Cf)+tigA .
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Ademas, si se define la funcion real r, =7,(C,), que a cada parametro C,(>C, +A) le asig-

na la unica solucion de la ecuacion (8), entonces resulta ser una funcion estrictamente creciente
de la variable C; con las propiedades (9) debido a las propiedades (10) y (11) de la funcién f g

Teorema 2
(1) Si 0<C, <C; + A entonces VAN(Q,r)<0, VQ,r>0 y por ende el proyecto de inversion

no es viable.
(ii) Si C, verifica la desigualdad (7) entonces existe un unico punto muerto financiero, que anu-

lael VAN, definido por la expresion siguiente:

1

(20) Qs ZQf(r)ZW

[(1-t)(C, —Cf)+tigA—%], O<r<r

donde r, viene dado como la Unica solucion de la ecuacion (8).

(iii) El proyecto de inversion es viable cuando la cantidad de unidades a vender Q verifica una
de las siguientes condiciones equivalentes:

Q1) VAN(Q,1)>0 < 0<Q<Q,(r),0<r<rn.

Demostracion
(i) Si 0<C,<C;+A entonces h(r)<0,Vr>0 con lo cual VAN(Q,7)<0,VQ,r>0 y por

ende el proyecto de inversion no es viable.

(11) Si C, verifica la desigualdad (7) entonces

(22) VANQ,r)=0 < Q=—2L.

Por lo tanto, existe existe un unico punto muerto financiero, que anula el VAN , dado por la
expresion (20) que se encuentra bien definido cuando h(r) >0, es decir para 0 <r <r,, donde

r, >0 es la unica solucién de la ecuacion (8). Ademas, se tiene la siguiente expresion del
VAN(Q, ) dado por:

(23) VAN(Q,r)=m()[Q,(r)-Q], Q>0, r>0.

(iii) El proyecto de inversion sera viable cuando VAN(Q,r) >0, es decir cuando la cantidad de

unidades a vender ) satisfaga las desigualdades:

0<Q<Q(r), 0<r<m. -

Teorema 3 EI comportamiento del punto muerto financiero Q, =Q,(r), definido en el interva-
lo (0,r,), enfuncion de la tasa de descuento r, esta dado por las siguientes propiedades:

CO_Cf_A _
(24) Qf(0+)=c—>0, Qi (r)=0,

v
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dQ, 1 f

(25) ar (r)_Cv(l—tig) fz(r)<0’ vre(0,r),
de £\ l -1

(26) dr © )_(Hnjz(l—tig)cv <0

@y )= (GBI AWAT G0
dr (1-t,)IC, rFd+r)™

Demostracion
Los resultados se deducen teniendo en cuenta las propiedades (10)-(14) de la funcionreal f. g

3. Célculo numeérico del proyecto de inversion con demanda PQ=Const.
Ejemplo 1.
Se consideran los siguientes datos del proyecto de inversion simple:
e Inversion inicial: 1 =150000[$];
e (Cantidad de anos de duracion del proyecto:n =10 ;
e Amortizacion anual: A=15000[$];
e Costo variable de produccion por unidad: C, =3,00[$/unidad];
e Costo fijo anual: C; =30000[$];
o Tasa del impuesto a las ganancias: t;; = 0,35 (35% ) anual;

e Pardmetro de la Ecuacion de Demanda: C; =100.000[$].

Teniendo en cuenta los resultados tedricos obtenidos en la seccion anterior se deduce el si-
guiente valor para la tasa de descuento limite superior:

C,-C,—-A
(28) C,+A=45000; = T——=183333%  1=0,3167391(31,67%)anual.

\
Por otro lado, en la Figura 1 puede apreciarse el comportamiento del punto muerto financie-
ro Q; =Q, (r) en funcién de la tasa de descuento r hasta la tasa de descuento limite r, verifi-

cando las propiedades (24) a (27).
Ademas, la funcién real r, =7,(C,), estrictamente creciente de la variable C, con las pro-

piedades (9) puede apreciarse en la Figura 2.

Ejemplo 2.
Se consideran los siguientes datos del proyecto de inversion simple:
e Inversion inicial: | =150000[$];
e (Cantidad de anos de duracion del proyecto:n =10 ;
e Amortizacion anual: A=15000[$];
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Figura 1. Graficade Q, (r) vs. 1 hasta la tasa de descuento limite T,

Punto Muerto Financiero Q(fr) vs Rentabilidad r (Co=100.000)
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e Costo variable de produccion por unidad: C, = 3,00 [$ / unidad] ;
e Costo fijo anual: C, =30000[$];
e Tasa del impuesto a las ganancias: t;, =0,35 (35% ) anual;

e Tasade descuento: r =0,10 (10%) anual ;
e Parametro de la Ecuacion de Demanda: C; =100.000[$];

e Cantidad de unidades a vender: Q =12.000 [unidad] (P =8,33[$]/unidad).
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Teniendo en cuenta los resultados tedricos obtenidos en la seccidn anterior se obtienen los
siguientes resultados deterministas:

(29) VAN (Q,r)=18.053,91[8];  Q,(r)=13.506,76 [unidad].

En general, este proyecto de inversion puede ser considerado probabilistico si al menos uno
de los parametros del sistema es estocastico. Uno de los parametros sensibles que mas pueden
influir en el VAN es el pardmetro C,. Como ejemplo, se utiliza el software @RISK de Palisade

asumiendo para la variable aleatoria de entrada C, una distribucion de probabilidad de tipo

Triangular con valores minimo, medio y maximo dados respectivamente como en las tres situa-
ciones siguientes:

(@) C, =RISKTriang(95.000; 100.000; 105.000),
(30) (b) C, =RISKTriang(90.000; 100.000; 110.000),
(c) C, =RISKTriang(85.000; 100.000; 115.000).

Entonces se obtienen los siguientes resultados que estan resumidos en las Figuras 3a, 3b y
3c. De estas graficas se deduce que:

(1) el valor de la media de la variable aleatoria VAN en los tres escenarios es practica-
mente el mismo valor dado por 18.054;

(i1) la probabilidad de que la variable aleatoria VAN sea menor o mayor a su media es de
0,50 en los tres escenarios;
(1)  a medida que la desviacion estandar en C; es mayor entonces se aprecia que la vola-

tilidad del VAN es mayor llegando a tener valores negativos con probabilidad de
0,005; 0,15 y 0,244 respectivamente a pesar que la media 18.054 permanece constan-
te en los tres escenarios.

Figura 3a. Histograma del VAN para el Ejemplo 2 con escenario (a) para C,
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Figura 3b. Histograma del VAN para el Ejemplo 2 con escenario (b) para C,
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Figura 3c. Histograma del VAN para el Ejemplo 2 con escenario (c) para C,
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Ejemplo 3.
Se consideran los siguientes datos del proyecto de inversion simple:

e Inversion inicial: | =150000[$];
e (Cantidad de anos de duracion del proyecto:n =10 ;
e Amortizacion anual: A=15000 [$] ;

e Costo variable de produccion por unidad: C, = 3,00 [$/ unidad] ;
e Costo fijo anual: C; =30000$];

e Tasa del impuesto a las ganancias: t; = 0,35 (35% ) anual;
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e Tasa de descuento: r =0,10 (10%) anual ;
e  Parametro de la Ecuacion de Demanda: C, =100.000[$];

e (Cantidad de unidades a vender: Q =10.000 [unidad] (P =10[$/unidad]).

Teniendo en cuenta los resultados tedricos obtenidos en la seccidn anterior se obtienen los
siguientes resultados deterministas:

(31) VAN (Q,r)=42.017,72[$];  Q,(r)=13.506,76 [unidad].

Como en el Ejemplo 2 anterior, se puede utilizar el software @RISK de Palisade asumiendo
para la variable aleatoria de entrada C; una distribucion de probabilidad de tipo Triangular con
valores minimo, medio y maximo dados respectivamente como en las tres situaciones (30). En-

tonces, se obtienen los siguientes resultados que estan resumidos en las Figuras 4a,4b y 4c. De
estas graficas se deduce que:

(iv) el valor de la media de la variable aleatoria VAN en los tres escenarios es practica-
mente el mismo valor dado por 42.018;

v) la probabilidad de que la variable aleatoria VAN sea menor o mayor a su media es de
0,50 en los tres escenarios;

(vi)  amedida que la desviacion estandar en C, es mayor entonces se aprecia que la vola-

tilidad del VAN es mayor llegando a tener valores negativos con probabilidad de 0; 0
y 0,045 respectivamente a pesar que la media 42.018 permanece constante en los tres
escenarios. La diferencia de estos resultados con respecto al del Ejemplo 2 se justifi-
ca por el valor menor de Q utilizado (o equivalentemente a un mayor valor de P).

Figura 4a. Histograma del VAN para el Ejemplo 3 con escenario (a) para C,
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Figura 4b. Histograma del VAN para el Ejemplo 3 con escenario (b) para C,
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Figura 4c. Histograma del VAN para el Ejemplo 3 con escenario (c) para C,
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4. Conclusiones

Si en un proyecto de inversion la cantidad de unidades Q a vender en cada afio se encuentra

relacionada con el precio P a través de una ecuacion de demanda dada por la hipérbola de
ecuacion

PQ=C, (con C0>Cf+A),

entonces se obtienen los resultados teoricos siguientes:
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e la expresion explicita del VAN del proyecto de inversion en funcion de la variable in-
dependiente Q para una dada tasa de descuento I ;

e la expresion explicita del punto muerto financiero Q; en funcion de los pardmetros
restantes del problema (I,n,C,,C,,C,t,,r), y se estudi6 analiticamente su compor-
tamiento respecto de la tasa de descuento r ;

e ¢l VAN del proyecto de inversion es positivo si y solamente si Q se encuentra entre 0

y dicho punto muerto financiero para una dada tasa de descuento r siempre que €sta
sea inferior a una tasa de descuento limite I, que se obtiene como la unica solucion de

la ecuacion (8) que depende de los parametros del problema, es decir:

VAN(@Q,N>0 < 0<Q<Q(r), O0<r<r,.

Ademas, se dan varios ejemplos numéricos que verifican los resultados tedricos obtenidos.
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